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1. Sistemas diferenciales bidimensionales de coeficien-
tes constantes

Se considera el sistema

{ 2 (t) = ax(t) + by(t) + bi(t)
y'(t) = cx(t) + dy(t) + ba(t)

donde a,b,c y d son coeficientes reales, bi(t) y bo(t) son funciones reales definidas y
continuas sobre un intervalo J C IR.

Sean X () = ( ﬁg ) A= ( ! 2 ) la matriz del sistema y B(t) = ( S;Eg ) El

sistema se puede escribir en la forma de ecuacion diferencial vectorial de la forma

X'(t) = AX(t) + B(t) (c)

Una solucién de (c) en J es cualquier vector columna X (t) = ; cuyas elementos

son funciones diferenciables que verifican el sistema (c).

1.1. Estructura del conjunto de las soluciones

Sea K el cuerpo de los niimeros reales o el cuerpo de los niimeros complejos. Notemos
por Sy, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion homogénea

X'(t) = AX (1) (h)

en J. Si X;(t), Xo(t) € S, entonces para todo ¢p, ¢y € Kel vector X (t) = 1 X (t)+c2 X (t)

también es una solucién de (h) en J.

Se verifica que dos soluciones Xj(t), X»(t) € S son linealmente independientes si una no

es un multiplo constante de la otra.

Se tiene que ), tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensién

2. Luego, si X;(t) = (%11(15))7 Xo(t) = <$12(t)) son soluciones de (h) linealmente
91 (1) T (1)

independientes en J entonces la solucién general de (h) en J es

xo=a (01f3) +o (i) aweex
z11(t)  212(t)

Sea la matriz fundamental ®(¢) = ($ () Ton(t)
21 22

> . Entonces la solucién general se puede

expresar en la forma

&1

donde C' = ( ) . Se verfica que ®(t) es no singular (|®(¢)| # 0) y se cumple ®'(t) = AD(¢).

Ca
Usando la exponencial de una matriz e
neral viene dada por X (t) = eAC.

, cuya derivada es £e" = Ae?', la solucién ge-

At
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El conjunto S, de todas las soluciones de la ecuacion completa en J tiene estructura de
espacio afin sobre el espacio vectorial Sy. Si X,,(t) € S, entonces toda soluciéon X(t) € S,
se puede expresar como

X(t) = X,(t) + X1 (t) + 2 Xa(t)

para ciertas constantes ¢y, cy € K.

1.2. Bases Fundamentales de sistemas bidimensionales

Sea la ecuacién X'(t) = AX(t) con A € M(2,IR) y X(t) = (x(t),y(t))T. Se tienen los
siguientes casos segtin como sean los autovalores de A:

1 Sio(A) = {1, A2} con A\; # Ao, entonces una base fundamental estard formada por
las funciones vectoriales

X1<t) = e’\ltvl, Vi € ker(A — )\1]),
Xo(t) = eMlvy, vy € ker(A — \oI).

2 Sio(A) = {\}, es decir, la matriz A tiene un autovalor doble, entonces se tendran
las dos posibilidades siguientes:

2.1 dim(ker(A — M\)) = 2 (luego ker(A — AI) = IR?), en cuyo caso una base
fundamental estaria formada por las funciones

X1 (t) = BMV1,

27 -
X2<t> _ BMVQ, Vi, Vo € IR” 1i.

(Notaremos abreviadamente 1.i. por linealmente independientes).

2.2 dim(ker(A — AI)) = 1, en cuyo caso una base fundamental seria

X1(t) = eMvy, vy € ker(A — A1),
Xo(t) = (I + (A= X)t)vy, vy € IR*\ ker(A — \I).

Como ker(A — A\I)? = IR?, si vy € IR* \ ker(A — M) entonces (A — A\ )v, €
ker(A — AI) y es un vector no nulo, la base fundamental vendria dada por:

X1 (t) = €>\tV1, Vo ¢ ker(A — )\[)
Xo(t) = eM(va+vit) N vi= (A= A)va.



